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Drei Semester sind schon wieder ins Land g&unktionen, die,im Wesentlichen kleiner als oder
gangen seit meinem ersten Aufruf zu mehr Sorgfagteich* ¢ sind. Nun soll diesesim Wesentlichen
beim Verwenden mathematischer Symbole. Es wideiner* so beschaffen sein, dass man sich nicht bei
natirlich nur ein Tropfen auf den heiRen Stein. NocKleinigkeiten aufhalten muss, andererseits muss es
immer kann die EinstellungDas wollen wir jetzt schon exakt definiert sein, damit marasgr auch et-
mal nicht so genau nehmen.”, zu deuts@orrekte was beweisen kann.

Schreibweisen irde doch sofort jeder verstehen!,  Fangen wir von vorne an. Es ist zum Beispiel
einen grof3en Fanclub um sich vereinen. Es ist alsnvoll f als, kleiner als oder gleichy zu bezeich-
an der Zeit, neues Futter nachzuschieben. Wieew nen, wenn der Algorithmus! bei jeder Problem-
es zur Abwechslung mit der beliebténNotation? groRe mindestens genaus so schnell wie Algorith-

Wir wollen die Laufzeiten verschiedener AlgomusB ist, kurz:
rithmen bei verschiedenen Eingaben untersuchen,
und weil wir Uber diesen Zusammenhang jdifter Vn e N: f(n) < g(n)
sprechen werden, geben wir ihm einen Namen:

1 Definition. Fiir einen bestimmten Algorithmus ~ Eigentlich lonnen wir aber ganz gut damit le-
nenne die Funktion, welche zu einer gegebenen PR&N, wennd erst bei groen Problemen schneller als
blemgbRe die bedtigte Laufzeit angibt, dieauf- B ist, denn erst bei grof3en Problemen und mithin
zeitfunktion Wir wollen davon ausgehen, dass di&ngen Laufzeiten wird es kritisch. Beggen wir
ProblemgdRen immer nétrliche Zahlen sind, und Uns damit, dass es el gibt, ab demf(n) immer
die Laufzeiten positive reelle Zahlen. kleiner alsg(n) ist:

Um die Laufzeiten bestimmter Algorithmen zu 3y c N:vn e N:n > N = f(n) < g(n)
vergleichen, hat man die Symbol@, ©,  ein-
gefuhrt. In der Mathematik verwendet man die
ahnlichen Landau-Symbol@ und o oder auch<,
=. Nehmen wir ein Beispiel:

Zum Schluss wollen wir noch ein weiteres Au-
ge zudiicken (mehr als zwei haben die meisten
von uns ohnehin nicht (éhneraugen, Fettaugen,
e Ein Algorithmus A zur Losung eines Pro- Wurfelaugen ahlen nicht mit!)) und es zudem to-
blems der GiRen € N beritige die Zeit lerieren, wenn Algorithmusi um einen konstan-
f(n) e Ry. ten Faktor langsamer ist al8, weil wir uns zum
] ) ) ) Beispiel nicht darauf festlegen wollen, wie lange
o Ein Algorithmus B zur Losung eines gje Grundoperationen in den Algorithmenund B
moglicherweise anderen Problems ded8 ayern.A konnte zum Beispiel mit Multiplikationen

n € N berbtige die Zeitg(n) € R.. zum Ziel kommen und3 mit Hilfe von Vergleichs-
Dann soll die Beziehung oper_ati_ongn. Um _wie viel schqeller Vergleiche als
) _ Multiplikationen sind, wollen wir also offen lassen
»A braucht zur bsung seines Problems und in einer nebidisen Konstanten zusammenfas-

im Grofen und Ganzen weniger als sen. Damit varen wir angelangt bei:
oder genau so viel Zeit wig*
durch JeeRy :INeN:VneN:
f€0(g) n>N= f(n)<c-g(n)
ausgedickt werden. Da®)(g) bezeichnet also ei-
ne Menge von Funktionen und zwar die Menge aller Das werden wir hun als Definitioriif unserO



verwenden: und die Transitiviat

O(g)={f:3ceR, ANeN:VneN:
n>N= f(n)<c-g(n)} f=0Mn)ANO(h)=g=f=g

Ubung 2. Wenn man einmal den konstanten Faktor .
c in die Definition vonO aufgenommen hat, brauchf S0 gilt
man danniberhaupt noch diese¥, also die Ein-
schiankung auf hinreichend grof3e Probleme?  w.z.b.w. (was zu béirchten war)

VneN:n=n?

So in etwa &uft meistens die Eifihrung dieses  In diesem Beispiel war der Fehler offensichtlich,
Symbols in der Informatik-Vorlesung ab, dann abélenn wenn man korrekt
passiert nicht selten etwas ganz scheuliliches: Der

Dozent meint, dass er ab jetzt der korrekten Schreib- feOo(h)
weise g € O(h)
f€0(g)
die ,einfachere" Schreibweise geschrieben &tte, ware keiner auf die Idee gekom-
men, hieraug’ = ¢ zu folgern. Aber man kann die
f=0(g) falsche Schreibweise sicher auch geschickter unter-

bringen, zum Beispiel in einem falschen Beweis ei-
vorziehen wird. Die Vereinfachung besteht sies richtigen Sachverhaltes.
cher darin, dass man den gebogenen Strich vom Nehmen wir der Vollsindigkeit halber noch die
Enthaltensein-Zeichen nun gerade zeichnen uDéfinitionen der anderen beiden Funktionsmengen
im Weiteren auch die schwierigsten, wenn niclitinzu:
sogar alle denkbaren Behauptunggbeweisen®
kann. Denn nach wie vor steht das Gleichheits- ® €(g) ist die Menge aller Funktionef, die im

zeichen @r Identitit oder aber zumindestiff eine Wesentlichen gifter als oder gleich sind:
Aquivalenzrelation. Es widerstrebt mir aber schon
ein bisschen, eine Funktion und eine Menge von Qg)={f:3ceR;:INeN:VneN:
Funktionen alsiquivalent zu bezeichnen. n>N= f(n)>c-gn)}
Beispiel 3. Es seien e O(y) ist die Menge aller Funktionefy, die im
Wesentlichen genau so grof3 sind \gi@]
f(n)=n
g(n) =n? O(g) =1{f:
h(n) = n® IHco,c1} CRy :INEN: VR eN:

n=N=co-g(n) < fln) <c-gn)}
Es gilt offensichtlich (mit defvereinfachten Nota-

tion) Eine Aquivalenzrelation zwischen Funktionen
und Funktionenmengen zu basteln ist sicher nicht

f=0(h) so glorreich, aber vielleicht bekommt man eine

g=0(h) Aquivalenzrelation zwischen zwei Funktionen zu

Stande. Die Relation

Wenn, = eine Aquivalenzrelation bezeichnet, gilt  f ~j, g: <= (f € O(h) <= g€ O(h))

die Symmetrie, konkret o i
tate es zum Beispiel, aber dafbrauchte ich auch

gar keineO-Notation und Knnte statO(h) irgend-
eine andere Funktionenmenge nehmen. Deshalb fol-
O(h)=y gende kleine
1Solche aneinandergéhgten Relationen wie in der Mengendefinition sparen zwairs&threibarbeit und siritbersichtlich, ei-

nem strengen Typtest halten sie aber nicht stand. Der Term bedeutet strenggenommen, dass der Wahrheitswert des ersten Vergleiches
mit der dritten Zahl verglichen werden soll. — C/C++ erlaubt solchen Unsinn.




Ubung 4. Wie kann man mit den Mengen, ©, Q2 Auf die gleiche Weiséberpiift man leicht, dass
eine Aquivalenzrelation der Art,zwei Funktionen folgende Beziehungen gelten:
haben die gleiche @f}enordnung” formulieren?

1 € 01
Bleiben wir im Folgenden besser bei der korrek- 4 € 0(2)
ten Schreibweise mit dem Enthaltensein-Zeichen. 9 € 03)
Sie liefert imubrigen auch den Vorteil, viele sonst
gelaufige Notationen im Zusammenhang mit Men- :
gen direkt weiterverwenden zuwhknen. n® € O(n)

O(f) c O(g) Das ist zwar eine2 etwgs schmhgre Aussage a!s die
von oben . = n*), klingt aber immer noch ziem-
bedeutet zum Beispiel, dass alle Funktionen, die #ih gewagt. Aber ich denke, dass wir uns langsam
Wesentlichen kleiner sind alg, auch im Wesentli- damit abfinden sollten, man kann es eben einfach
chen kleiner sind alg und dass die FunktionenklasPeweisen. :-) Das wollt Ihr gerne sehen, gell? Ich

seO(g) noch mehr Funktionen erih (wegen der Werde es Euch zeigen!
echten Teilmengenbeziehung). Um nicht in Konflikt mit den Variablennamen in

der Definition vonO zu kommen, benennen wir

in m um und skizzieren nun den Beweisr fin? ¢
O(f) +0l9) O(m). Die Behauptung ist also:

entspricht der Summe zweier Mengen. Die Sum- . . . )

menmenge entit alle Elemente, die sich als Sum- " € {f:3ceRL:INEN: VR EN:

me aus einem Element der einen Menge und einem n>N= f(n) <c-m}

Element der anderen Menge darstellen lassen: oder kurz

O(f)+0(g) = JeeRy:INeN:VneN:
{f'+4 :f€0(f)ng €O0(9)} n>N=m?<c-m

Damit lassen sich dann solche Zusamnigrge wie Damit ist sofort klar, dass maviirf die geforderten
O(f) + O(g) = O(f + g) formulieren. Ja ja, das istkonstanten am einfachsten:= m und N := 1
durchaus nicht trivial. Ihr &nnt Euch ja mal daran€insetzt, und damit ist die Behauptung auch schon

versuchen. bewiesen. ) ' '
Manche Dozenten @igen diese simple Tatsache

Ubung 5. Beweise, dassiff Laufzeitfunktionenf (in Worten:n?> € O(n)) nicht einsehen, aber sie

undg stets stimmt einfach, wir haben doch den Beweis! Ja aber
...daskann doch nicht stimmen! Das widerspricht
O(f)+0(g) =O(f + 9) doch dem gesunden Menschenverstand!
Ich raume zumindest ein, dass es unserer Intuiti-
gilt. on widerspricht. Aber an welcher Stelle hat uns die

Intuition auf das Glatteis gahrt? Kommt Ihr selber
Lasst uns doch mal schauen, was man ndach flarauf? Argh, wie ich Euch kenne, habt heutesi-

Unfug mit dieserO-Notation anstellen kann. Mitcher keine Lust zum Nachdenken und lest einfach
O(1) kann man alle Laufzeitfunktionen bezeichweiter.
nen, welche zu Algorithmen gétren, deren Be-  Sei’'s drum. Das Problem ist bereits die Unein-
arbeitungszeitiberhaupt nicht von der GRe des deutigkeit der Notation? € O(n). In durchdachten
Problems abiingt. Diese kann man guten GewisProgrammiersprachen wie Modula ist man gewohnt,
sens als Grundoperationen bezeichnen. Beispialen Typ einer Variablen genau festzulegen und sich
weise beitigt ein Rechneriir die Addition zwei- nachher auch daran halten zuissen, bei C/C++
er Zahlen immer die gleiche Zeit (sofern die Additimuss man ihn nur noch festlegen, sich aber nicht
oniiberhaupt korrekt, also ohfitberlauf ausfihrbar daran halten gharacters booleans integers sets
ist). Berotigt die Addition in der Wirklichkeitt Se- (welche alsntegersimplementiert werden iissen)
kunden, dann setzt man in der Definition W@reben dirfen alle bunt durcheinandergévielt werden),
¢ = t, und es ist sofort klar, dass die zur Additioma und bei Skriptsprachen gibt es gleich gar keine
gelbrige Laufzeitfunktionf in O(1) enthalten ist. Deklarationen mehr. Die Strafe folgt auf dem FuRle:



Satz 6. (Goldene Regel der Informatik) Was marithrt spatestens dann zum Chaos, wenn man noch
bei der Voiiberlegung (etwa bei der Deklarationjnit einem weiteren Wert auf derAchse, vielleicht
einspart, muss man der Fehlersuche zulegen.  z( oderz’ arbeiten nbchte. Ebenso ist bei Funktio-
nen in mehreren Vanderlichen oft nicht genau zu
Ihr habt inn wahrscheinlich einen Ausdruck geerkenneniiber welches Funktionsargument sich ei-
sehen, der vom ablangt, eine lineare Funktion al-gentlich ein Skalarprodukt oder eine Norm erstreckt.
so. Warum aber? hangt doch auch von jeder anpger es gibt Schwierigkeiten, weil bei der unbe-
deren denkbaren Variable ab, wie zum Beispiel stimmten Integration der gleiche Bezeichner als In-

n ist bediglich = konstant, also ist eine konstan- tegrationsvariable und als Argument der entstehen-
te ,Funktion®, und deswegen hat auch mein Bgten Stammfunktion eingesetzt wird:

weis geklappt. Wenn wir genau hinschauen, stellen

wir aber fest, dass Uberhaupkeine Funktion ist! F(z) = /f(x) dz
Urspiinglich hatte ichn zur natirlichen Zahl er-

klart, und natrliche Zahlen sind ganz gewiss kein8esser viire wohl

Funktionen. Zwar steht es einer Funktififrei, im-

mer dieselbe nitliche Zahln zurickzuliefern (al- = /f(x) da

soVvt : f(t) = m), aber die Funktionf an sich , . _— .
ist eben nicht identisch mit der Zahl Die Funk- Wieder zutick zumO-Symbol. Wie lonnen wir

tion f beschreibt nur die Tatsache, dass ein paar tgie_nn nun das Beispiel mit der quadratischen Funkti-

stimmte Argumente in ein paar bestimmte Ergebni3- retten? Man énnte vielleicht den Kunstgriff an-
seiiberfihrt werden. Setzen, unak als Identiatsfunktion deklarieren, also
Beispielsweise kann eine Funktion so beschaf- VteN:n(t)=t

fen sein, dass sie ddshergebene Argument qua- . . .
driert. Die Funktion, die dazu ddshergebene Ar- Egcmenr‘é?fte man das Quadrieren der Funkticso
gument mit sich selbst multipliziert,gkinte manf

nennen. Eine andere Funktigndie fir alle Argu- vt € N:n?(t) = (n(t))?

menten die ungeraden Zahlen vdnbis 2n — 1 ad-

. . . . - W rchaugiblich ist. Damit kbnnte man ar-
diert, erledigt das Gleiche. Es gilt also as durchausiblich ist. Damit lonnte man a

beiten und wiirde auch nachweisendknen, dass
n? ¢ O(n), allerdings darf man dann nicht die
Problemgbl3e nennen, stattdesserrat die Pro-
blemgib3e, zumindest in den beiden vorangegange-

VteN: f(t) =g(t) =t?

und damit istf = g¢. Wie wir sehen, ist die Im- ~
plementation der Funktionen egal, wichtig sind diden Ausdiicken. ) - .
Ergebnisse. Die Funktionen sind in gewisser Wej- Man kann aber auf eine der viglfigen Schreib-
se Black-Boxes, also Maschinen, in die man nicl€iSen zuiickgreifen, welche Terme in Funktionen

hineinschauen kann, deren Funktionsweise man fgfvertieren. Die Operation, mehrere Werte zu ei-
durch Hineinstecken von Eingaben und BeobachE" Funktion zusammendigen, ist gewissermafen

tung der Ausgaben erforschen kann. Und wir Sgi_e Umkehrung zum Einsetzen eines Funktionsargu-
hen auch, dass die Namen der Argumente irrelev

entes und Ablesen des Funktionswertes.
sind, ob dadibergebene Argument und mithin die 1. Die erste Variante erreicht uns aus der Welt
interne Variablenbezeichnung in der Funktionsim- der Programmiersprachen, UnterwklSP ,

plementationt, x odern heifdt, spielt keine Rolle. in Form des be‘;chtigtem-operators[f]Zum
Man kann also nicht sagen, dassont abrangt, si- Beispiel bezeichnet
cher ist lediglich, dass diEunktion f von einer Va- 5 o
riablen abkngt und dass di®ermef(t) vont und f=Aay(a®+y7)
f(z) vonz ,abtangen”. eine Funktion, fir die
In der Analysis gibt es das gleiche Theater, weil 9 9
zum Beispiel die Bezeichnungj, fur die partiel- F&mn) =€ +n
le Ableitung einer Funktion voraussetzt, dass eine  gilt. Damit kdnnte man die falsche Notation
bestimmte, Dimension" mitz bezeichnet ist. Dum- O(n?) elegant in ein korrektes

merweise verwendet man dannaber auch gleich
weiter als Variable, die die Stelle bezeichnet, an der
man die Ableitung wissen athte, etwaf, (x). Das verwandeln.

O(An (n2))

Zhttp://www.csee.umbc.edu/471/lectures/7/sld016.htm
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2. In der Mathematik gibt es mehrere praktisch
gleichbedeutende Notationeiirfdiese Auf-
gabe. Leider konnte sich jede Notation immer
nur fir Spezialélle durchsetzen. Ihr kennt si-

() e
n neN

fur die harmonisché&olge, aber habt vermut-
lich noch nie die stetige aber auch visuelle
Fortsetzung auf die Hyperbelfunktion

(2)
x rER 4

zu Gesicht bekommen.

3. Bei geschweiften Klammern, traut man sich
zur Definition vonMengen wie der Menge
der rationalen Zahlen, auch an eine solche

Notation:
{Iq) :pEZANqE N}

Wenig gebéuchlich, aber durchaus genutzt,
ist die daran angelehnte Notation

(Foer)

fur die harmonische Folge. Auch hier traut
sich wohl keiner an die Verallgemeinerung
auf stetige Funktionen.

4. Rir stetige Funktionen durchadiblich und
fur diskrete Folgen wiederum ausgegrenzt ist
folgende Schreibweise:

x— 1/
Damit sahe die O-Notation so aus:

O(n +— n?)

Jo, wer nicht mutig genug ist, eine der obigen
Methoden zu verwenden, der muss eben zu FulR
zwei Funktionen eirithren, um wieder zum Beispiel
zurickzukommery undg, die eine linear, die ande-
re quadratisch, also

VneN: f(n)=n

und
2

VneN:g(n)=n
dann istn wieder unsere vertraute Problerifje
und

9 ¢ 0(/f)
der uns gdlufige Zusammenhang. Und nachdem
das Weltbild wieder gerade gekt war, lebten al-
le gliicklich und zufrieden bis an ihr Lebensende ...



...doch nein, da braut sich schon wieder einaduktionsanfang
neue Gewitterwolke zusammen! Der Kampf zwi-
schenn? und O(n) ist noch nicht entschieden! g1 =f€O0(f)
Gebt mir noch einen Versuch, und ich beweise Euch
enddiltig, dassy € O(f) nichts als die Wahrheit ist Induktionsschritt

(f und g wie eben vorgeschlagen)! Induktionsvoraussetzung
Dazu brauchen wir die vollahdige Intuition (na
Ihr wisst schon, wie es richtig heil3t) und folgendes g; € O(f)

7 Lemma. Es seienf, g, h Funktionen, die von Induktionsbehauptung
N nachR_, abbilden. Ferner gelt¢ € O(g) und

g € O(h). Dann gilt auchf € O(h). gj+1 € O(f)

Beweis.Wenn die fir f € O(g) berbtigten Kon- |nduktionsbeweis Da wir der Hilfe unseres Lem-

stantency, bzw. Ny, und die fir g € O(h) mas gewiss sind, reicht es nachzuweisen, dass sich

berbtigen Konstantere,;, bzw. N, heilRen, dann gj+1 durchg; beschanken &sst, sprich dags ;1 €

sind mbgliche Konstanteniir f € O(h) offensicht- O(g;) gilt. ' '

lich ¢ :=cyg - cgp UNAN := max{Ny4, Ngp}. U Bis einschlieBlich zur Stellg sindg; undg; ;1
identisch, bis dort kann man also den Faktanset-

Nur als Hinweis: Mit Beendigung des Lemmase, Nach der Stellg gehen die beiden Funktionen
haben wir auch den Sichtbarkeitsbereighdie lo- (2t — j) - j bzw. (2t — j — 1) - (j + 1) Uber.

kalen Bezeichner des Lemmas wieg und h ver-
lassen ungf undg sind wieder unsere beiden Funk-

tionen, die lineare und die quadratische. A—j > 2A—j—1
Ich werde mir jetzt eine Folge von Funktio- . . . . . .
.. . . . . . — > . -7 =
nen definieren. Die erste Funktion wird die lden- (_‘7 t0j-2t-5) =2 U+Di-2t-i-1)
titatsfunktion sein. Diese ist ihrerseits identisch zujil @t—f) G > (2—j—1)-(G+1)

f und damit auch irO(f) enthalten. Alle weiteren ~ J

Funktionen streben gegen die quadratische, bleibenD heikt. d ir ab der Stelleden Fak

aber trotzdem irO(f)! Jede Funktiory, der Folge ;41 as heifst, dass wir ap der tefjeden axtor
. o J It pertigen, welcher imJbrigen gbRer alsl ist.

besteht bis zur Stellg aus der quadratischen Funk- 7 ) . o

tion und geht danach mit dem gleichen Anstieg fR€Swegen ist der Gesamtfakt6f~. Damit ist ge-

eine lineare Funktiofiber: zeigt, dass
0 12 t<j gj+1 € O(g;)
T @t=g) - itz

gilt, und mit der Induktionsvoraussetzung

90

g5 € O(f)

80

erhalten wiriilber unser Lemma die Induktionsbe-
‘hauptung

70
60

50

gj+1 € O(f)

a0t

301 D
| Da seid lhr baff, was? Ich habe jetzt jeden-
falls die Nase voll, und wenn jemand von Euch des

10+

%1 2 s« s & 7 s s iRatsels dsung herausfindet, kann er diese an mich
Nun zum schicken!
Kleiner Tip: Versucht bei dem Beweis einmal
Beweis. ohne Induktion auszukommen.



PS: Wenn man es einmal selbst probiert, stelRPS: ,Falscher Beweis" ist eigentlich ein Wider-
man fest, dass es gar nicht so leicht ist, einapruch in sich, besser sollte es wqhkscheiterter
falschen Beweisiberzeugend aufzubereiten. Ich bBeweisversuch® heil3en.

neide die Studenten im Grundstudium, deren Aufga- See also: Simon ThompsoHaskell: The craft
ben ich manchmal kontrollierte, um dieséhitgkeit! of functional programmingChapter 19.1: Time and
) space behaviour / Complexity of functions



