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Was Computeralgebrasysteme heute konnen

Vereinfachen
Faktorisieren

Gleichungen |6sen

Grenzwerte bestimmen

[
[

[

m Summieren
[

m Integrieren
[

Differentialgleichungen I6sen
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Was Computeralgebrasysteme nicht oder kaum konnen

Stochastik:
normal vO mO + normal vl ml
— normal (vO+v1) (mO+m1l)
m explizite Formeln fiir rekursive Folgen
(auBer Summenrekursionen):
iterate (xx) 1 — map (x7) [0..]
m Funktionalanalysis
integrate cos — sin
m Nichtstandardanalysis
standardPart ((f(x+eps)-f(x)) / eps)
— derive f x
m unendliche Datenstrukturen (Bedarfsauswertung)

m Typisierung
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L Urschleim

Mathematische Objekte

Mathematisches Objekt:
(bei Grundlegung der Mathematik iiber die Mengenlehre)
Alles was sich als Menge darstellen I3sst.

Beispiele
m natiirliche Zahlen: PEANO-Zahlen
0={},1={0},2={0,1}
m gebrochene Zahlen:
Aquivalenzklassen von Paaren ganzer Zahlen

2={(2,3),(4,6),(6,9),...}
m reelle Zahlen: DEDEKINDsche Schnitte

m Funktionen: rechtseindeutige Relationen

sin ={(0,0), (6,2 (5.1),...}
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Bezeichner fiir mathematische Objekte

m Zahlenkonstanten: 2,0.3,i, 7
m Funktionskonstanten: 4+, sin

m Variablen: n, x, f
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Parallelwelten

Formelwelt T _sin g Vereinfachen
Mathematische Welt {{...}} Sin {} _id 0

m Formeln - endliche GroBe
m Mathematische Welt enthalt Unendlichkeiten

m Ahnlichkeit zur Programmierung:
Programmtext vs. ausfiihrbares Programm
ausfiihrbares Programm enthalt keine Variablennamen
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Taschenrechner

Anzeige  3.141592653589793 - -vrviieeies -0

Chip 4009 21FB 5444 2D18 LIS 0000 0000 0000 0000

m Taschenrechner durchlduft eigene mathematische Welt

m Nur eine Art Objekt: Gleitkommazahl
m , Taschenrechnerprinzip” (idealisiert):

m Eingabe Ausdruck
m Ausgabe (einfacher) Ausdruck fiir gleiches Objekt
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Computeralgebra

Formel T ———0
A

Mathematische Welt {{...}} 3"+ {}

Computeralgebra
m arbeitet auf Formelebene
m kann viele Aufgaben exakt I6sen
m kann noch mehr Aufgaben gar nicht I6sen

Entspricht Computeralgebrafunktion
immer mathematischer Funktion?
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Computeralgebrafunktion diff

Papier % In x
MuPAD diff(In(x),x)
diff(1n(x),2) hat keinen Sinn.

m diff bendtigt von zweitem Argument nicht Variablenwert,
sondern Variable selbst

diff ist keine mathematische Funktion!

Es sei denn, Variablen sind selbst mathematische Objekte.

Was bedeutet subs(diff (1n(x) ,x) ,x=2) ?
= Schachtelung von CA-Funktionen nicht assoziativ
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Integrationsverweigerer

Wenn geschlossen integrierbar — alles in Butter

subs (int (cos(x) ,x) ,x=2)
— sin(2)

Wenn nicht geschlossen integrierbar — Unsinn

subs (int(sin(sin(x)),x) ,x=2)
— int(sin(sin(2)), 2)

Auswege

Axiom: neue Integrationsvariable einfiihren
Arbeit mit Funktionen
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Prifsteine fir mathematische Funktion

m Angabe einer Wertetabelle
(Graph der Funktion)
m Angabe eines Typen

m Implementation in (nicht-reflexiver) Programmiersprache
(Compilersprache ohne selbstmodifizierende Programme,
Variablenabfrage zur Laufzeit unméglich)
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Taschenrechnerprinzip bei Computeralgebra

m Wiinschenswert?
m Machbar?
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Operatoren und Funktionale

m Funktionen sind mathematische Objekte

m Funktionen hoherer Ordnung:
Argument oder Wert ist Funktion

m Beispiele: Operatoren, Funktionale (Funktionalanalysis)

m konkret: Integration, Ableitung, Grenzwertbildung, Norm
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L Funktionalanalysis

Viele Nichtfunktionen in CAS ...

Viele wichtige CA-Funktionen
sind nicht mathematische Funktionen.

m simplify (aber nahe an der Identitatsfunktion)
m solve

sum

limit

diff (im Gegensatz zu D)

series

0

integrate

pdesolve
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... konnten mathematische Funktionen sein

simplify 1 a -> a
solve :: (a -> Bool) -> Set a
sum :: Sequence a -> a
limit :: Sequence a -> a
diff :: (a -> a) -> (a -> a)
series :: (a -> a) -> Series a
asympBound :: (a -> a) -> Set (a -> a)
integrate :: (a -> a) -> (a -> a)
Beispiele

m algebraische Gleichung: solve (\x -> x == 1 + 1/x)

m Differentialgleichung: solve (\y -> y == 2*xid * diff y)
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Vorteile mathematischer Funktionen

Mathematische Funktionen

haben keine Seiteneffekte,

m konnen Argument oder Ergebnis anderer Funktionen sein,
m konnen nach Typen systematisiert werden,

m reduzieren Notwendigkeit von hold und evaluate.

[

Funktionsanwendung ist assoziativ.

flg(h(x))) = (fog)(h(x)))
= f((geh)(x))
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Taschenrechnerprinzip bei Differentiation

Eine Funktion, drei Schreibweisen
HX— XX

IX|—>X2

oy y?
Drei Wege, ein Ergebnis

Produktregel: D(x+—x-x)=x—1-x+x-1
Potenzregel: D(x — x?)=x—2-x
Dy —y*)=yr2-y
Gleiche Eingabe = gleiches Ergebnis

Formelumformung konsistent zur mathematischen Welt!
MuPAD: D(x->x"2) — 2 id
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Funktionalanalysis in Computeralgebra

diff :: (a -> a) -> (a -> a)
diff 1n = recip
diff 1n 2 = 1/2

integrate :: (a -> a) -> (a -> a)
integrate cos = sin
integrate cos pi = 0
integrate (sin . sin) 2 =
integrate (simn . sin) 2
cont :: (a -> a) -> (a -> a)

cont f x =lim,_, f(y) stetige Fortsetzung
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Vereinfachung: Kiirzen

x2 -1 B undefiniert :x=1
x—1 x+1 : sonst
MuPAD:
simplify((x~2-1)/(x-1))
x+1
limit((y~2-1)/(y-1),y=x)
x2—1
x—1

m Beide Antworten strenggenommen falsch
m Ergebnisse miissten vertauscht werden
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Kiirzen: Auswege

Frage: Warum will man kiirzen?
= Entscheidung fiir

m Fallunterscheidung
if x==1 then undefined else x+1
m Variable x irrelevant = Polynome, Polynomdivision
poly [-1,0,1] / poly [-1,1] == poly [1,1]
m stetige Fortsetzung
cont (\x -> (x"2-1)/(x-1)) == (\x > x+1)
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Rekursiv definierte Folgen

Rekursiv definierte Folgen ohne explizite Berechnungsvorschrift:
Kann Computeralgebrasystem Grenzwert berechnen?
Beispiel:

any1 = 2-ap
Losungsmoglichkeit: solve (x=2*x, x)
Probleme:
m Grenzwert hangt von Anfangswert ab
m solve kennt Anfangswert nicht

m Grenzwert eindeutig, aber solve liefert Losungsmenge
Funktionale Schreibweise

limit :: Sequence a -> a
limit (iterate (2x*) 1)

enthilt alle Informationen.
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Papagei

Einfachste Umsetzung des Taschenrechnerprinzips:
Gib Eingabe unverdndert aus.

solve (\x -> exp x == coS Xx)

{x : expx = cos x}

= Einfachstes korrektes Computeralgebrasystem der Welt!
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Nitzlichkeit

Niitzliches korrektes Computeralgebrasystem
m gibt korrekte Antwort aus,
m gibt Tipps, falls CAS Reserven sieht,
m falls gar nichts geht: Ausgabe der Eingabe ist immer richtig
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Unvollstandige Losungen

solve (\x -> exp x == coOS Xx)
{x :expx = cosx} U {0}

Antwort brauchbar fiir weitere Umformungen
fmap exp (solve (\x -> exp x == cos X))

{expx : expx = cosx} U {1}
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Scheinlésungen

solve (\x -> sqrt(x+1) == x)

V5
2

1 51
{x:vVx+1=x}n +2\[,
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Losungsvorschlage

eindeutiges Ergebnis, aber CAS kennt nur Lésungskandidaten

suggest :: a -> Set a
suggest x = solve (\y -> x==y)

let goldenRatio = limit (iterate (\x -> 1 + recip x) 1)
goldenRatio
goldenRatio

try suggest goldenRatio

suggest goldenRatio

t goldenRatio N
suggest goldenRatio { > >

145 1—\/5}
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Losungsvorschlage

Losungsvorschlag niitzlich?

isRational goldenRatio
isRational goldenRatio
any isRational (suggest goldenRatio)

false
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Computeralgebra in Haskell

m Symbolische Differentiation mit Optimierer des
Glasgow-Haskell-Ubersetzers: SymbolicDifferentiation

m DoCon: Domain Constructor

m LambdaBot: pointless


http://cvs.haskell.org:/home/darcs/htam/src/ExploreHaskell/SymbolicDifferentation.hs
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Bedarfsauswertung

Bedarfsauswertung (Lazy evaluation):

Berechne Werte erst, wenn sie gebraucht werden.
Das erlaubt endlose Datenstrukturen.

m Folgen

m Potenzreihen
m Zeitreihen

m reelle Zahlen

m Kettenbriiche
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Rechnen mit reellen Zahlen

m Darstellung reelle Zahl als Ziffernfolge
m beliebige Basis b, be NA b > 2

m Ziffern aus [—b, b]

m R(b,e,(mo, m,my,...)) =3 icn, b~ - m;

m Ziffernfolge entspricht Intervallschachtelung
R(b,e,(mo,...)) € R(b,e,(mo,...,mg)) + [~bsK, beK]
Redundanz vermeidet Ubertrige
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LPotenzreihen

Wourzel einer Potenzreihe

Gegeben: Potenzreihe fiir Funktion y
Gesucht: Potenzreihe fiir Funktion x mit x(t)? = y(t)

Beispiele:

y(t) =142t +t2

x(t)=1+1t
y(t) =1+t
1 1, 1 5 4
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LPotenzreihen

Wourzelpotenzreihe: Ansatze |

m direkte Losung

<
—~

~
N

Y+t y(t)
xp 4+t xi(t)
X242 x - t-x(t) + 2 x(t)
X
V¥
2 xp - xo(t) + t-x(t)?
v(t) =t x(t)
2 Xp

2
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Wourzelpotenzreihe: Ansatze |l

m Losung durch Differentialgleichung

x(t) = V(D)
v~ YO

Quadratische Konvergenz
= Falls erstes Glied korrekt,
Anzahl korrekte Glieder verdoppelt sich in jedem Schritt
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Typen in Axiom

Keine mathematischen Typen wie
m natiirliche Zahl,
m reelle Zahl,
m Wahrheitswert,
m Polynom,
sondern computeralgebrarelevante wie
m Ausdruck,
m Polynomausdruck,

m Gleichung.
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Typen in Haskell

Vorteile
m statische Typzuweisung: Effizienz
m Fehler zur Ubersetzungszeit aufdecken
m maschinengepriifte Dokumentation

m Typabgleich (type inference):
Typangabe nur wenn notig

m Typklassen: Wiederverwendbare Programmteile
Werkzeuge

m Typbestimmung eines Ausdruckes

m Hoogle: Suche Bibliotheksfunktion passend zu Typ

m Djinn: Erzeuge Funktion passend zu Typ
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Klare Ansagen

Beispiele fiir komplexe Typen
m Polynom iiber ganzen Zahlen: Polynomial Integer

m Polynom iiber Restklassenring:
Polynomial (ResidueClass Integer)

m Restklassenring von Polynomen:
ResidueClass (Polynomial Rational)

m Element aus Polynomkorper:
Ratio (Polynomial Ratiomal)

= keine Missverstandnisse beim Faktorisieren
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Endlich isser fertig
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